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Resumen: Se presenta una definicién de igualdad en tipos abstractos de

datos (TADs) aque soluciona dificultades préacticas en la
utilizacién de la metodologia de disefio e implementacion gue
se expone en [Car86].

La nueva definicién hace mas facil para el disehado
que el TAD construido refleja de manera adecuada el ¢
que pretende modelar. El poner en clarc la definicién de
igualdad permite ademas que la prueba mecanica de teoremas
sobre el TAD (v.gr.adecuacion al modelo, verificacion
implementaciones) se pueda realizar con buenos resultado
practicos.
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0. Introduccion.

En [Car86] se describe una metodologia de disefio de tipos abstractos de
datos (TADs) guiada por el conocimiento de un universo de objetos que se
guiere modelar. La labor de diseio va de la mano de un proceso de ajuste
entre la abstraccion y la realidad, ia metodologia pretende explicitar
criterios par juzgar la bondad de este ajuste.

Al llevar a la practica aquellas ideas (construyendo herramientas para
disefiar e implementar TADs) se descubre una dificultad asociada con 1a
forma de decidir en qué caso dos términos de un TAD son iguales. En 3. se
expone un problema tipico con la metodologia anterior y se muestra como
las reforras propuestas solucionan la dificultad.

En 1. se da un resumen de lo necesario de [Car86] para entender este
articulo. Las reformas anunciadas se incluyen en 2.

I. Conceptos béasicos.

<,F> esun tipo abstracto de datos (TAD) cuando Y esun conjunto
(construible) de simbolos y F un conjunto finito de operaciones sobre
estos simbolos v tal vez otros TADs ya entendidoes. El conjunto Y es el
tipo de interés del TAD, y sobre &1 se cuenta con un orden bien fundado
<y. . Mientras no haya confusion Y denotara el TAD <Y,F>. Cuando Y es un

conjunto de objetos explicitos y F un conjunto de operaciones calculables
sobre ellos se dice que Y es euna estructura computacional (EC).

Una de.las reformas al la metodologia de [Car86] es exigir ademas una
relacion de igualdad .=y definida sobre Y, no necesariamente l2

correspondiente al orden .<y. , que permite una revision mas efectiva de la
adecuacion de! TAD al universo de objetos que se pretende modelar, a ia
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vez que hace posible la demostracion de teoremas del TAD que no son
o

derivables con 1a sola aplicacidn de reglas de reescritura.

El conjunto de operaciones F es la unién de los conjuntos de operaciones
iniciales, constructoras, simplificadoras, y analizadoras (| C, S,
A respectivamente). Es cémodo Hamar FG = | o C el conjun
operaciones generadoras y FS =5Swu A el conjunio de @peracéones
selectoras



El tipo de interés Y es el conjunto de términos sin variables generados por

FG. Cada feFG se define por autodenotacion (v.gr. para ceC con
funcionalidad ¢ 'Y x X --=> Y, el valor de cly,x) es justamente 12 cadena

de simbolos ‘cly,x) ).

Las funciones en FS son definidas inductivamente sobre la complejidad de
la construccion del tipo de interés. Las definiciones son dadas n“c dlante
un con junto Hmi de axiomas A . Cada axioma es de 1a forma
ado derechoy> = <ado izguierdo»
El <lado derecho> es un término was simbolo de PEra 1CI0N MAs externn s
! C & h'ﬁ“il

el de una selectora, y para cada selectora ha axiomas para
garantizar una definicion recursiva de 1a misma, con lo gue se asequra 13
completitud suficiente del TAD. Obsérvese que no se dan axiomas para

operaciones generadoras,

2. La igualdad en un TAD,

En  [Car8B] se definid una relacion de “equivalencia semantica” de

elementos de un TAD Y que presenta problemas al tratar de usarse para
mostrar ciertos teoremas del 7 mm iﬁas“?,?‘i A C@W‘%Nﬂa{t?@ﬁ se da una
nueva definicion igualmente plausible y factible de utitizar.

Comao hip6tes

is adicional se requiere de cada TAD Xi conocido gue sirva
cOmo parametrg

ay el tener definida una relacién de iguaidad decidible
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b} yl=¢y2 ssi Paratodo ye Ym"“ﬁ, X & domy(f), 1<jam .
f( {y,y]}j,x) =% f({y,y;_)]j,x), si fes, |
f( [N’g]j,x) = f(!)‘,yzlj,x), si faA,

C) yl=,y2 st Paratodo fekK yl=ry2

d) ylmy2 ssi  yl es fuertemente equivalente a y2
ssi i “FS V2.

[

e) yl = ¢y2 ssi  Paratodo y e AL ™ domy (), 1<j<m .
fClyy,l % =K f(ly,y-l j,x) .

f) =¢. esuna lgualdad ssi
Paratodo feFS yl= v2 = yl=,y2

En este caso se dice que K esun caracterizador.
O

Con ia anterior definicion es concebible que en Y se puedan considerar
varias relaciones de igualdad. Ademas de ser relacion de equivalencia, una
lgualdad satisface wuna propiedad de sustitucién entre términos
relacionados, i.e. st dos términos son iguales, cualquier expresidn que
dependa de uno de ellos evalua al mismo valor si se utiliza el otro en su
lugar.

En [Car86] solo se aceptaba una igualdad, la aqui 1lamada equivalencia
fuerte = . Claramente vale para cualguier K, subconjunto de FS:

yley2 = yl=y2,
y en particular para los caracterizadores. El concepto es aqui mas general
y exige del disefiador una ultima decisidn para completar 1a definicion del
TADY: escoger un caracterizador que defina la igualdad .=y. .
La eieccion de un caracterizador no es tan dificii en ia practica, porque el
disefiador deberia tener claro qué propiedades son 1as que guiere observar
para distinguir un objeto de otro en el universo que desea modelar. En
Uitimas puede escoger siempre a FS como caracterizador, v la igualdad
asociada es 1a equivalencia fuerte.



El ideal es elegir un caracterizador K tal que y! =,y2 siysolosi vi,

y2 nombran un mismo objeto del mundo. Por supuesto esta es un:
propiedad apenas intuitivamente constatable, y en el meior de tos casos 12
demostracion de una tal adecuacion depende de una teoria para el mundo
cuyo formalismo es mucho mas general que el de los TADs, de modo que hay
que usar conocimiento adicional para probar que ésto vale A continuacién
se ilustra mediante un ejemplo como puede funcionar este metodo.

Cos
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3. Un ejemplo.

El siguiente TAD modela los conjuntos finito de elementos de un TAD X,

Tipo Set [¥]

* empty: --=-=> Set

*insert: SetxX ----> Set
delete: Setx ¥ ----> Set
has: SetxX ----> bool
unien: Set x Set ----> Set

Axiomas

(1) deletelempty,x) = empty

(2) detetelinsert(s,x1),x2) = if x1 =y x2 then delete(s,x2)

else insert(deletel(s,x2),:«1)
, i
{3) has{empty,x) = false

2 then true
else "MS(:} X2)

,m..»

4) has(insert(s,x1),x2) =1 x! =

s

X
fi

{5y union(empty,s) =

(6) unfon(insert(s1,x),52) = insert(union(st,52},x)

finTipo
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Para ab eX, elconjunto {ab) Liene dos nombres en Set[x]
sl = insert(insert(empty,al,b)
s2 = insert(insert(empty,b),a).

En [CarB86] se sugirié que era posible demostrar que sl ® 2 Los
términos a cada lado de la equivalencia son irreducibles, porque no hay
axiomas para generadoras. Si se intenta una demostracién que chequee si
s! y s2 se portan en la misma forma para cada selectora, tal intento
resulta fallido [Bar87].

Por ejemplo, deberia suceder, para cualguier ¢ a X, que:
delete(s1,c) = delete(s2,c).

Ahora bien.

delete(s1,c) = deiete(insert{insert{empty,a),b), ¢)
=1if b =, ¢ then delete( insert(empty,a),c)

else insert(delete(insert(empty,a),c),b)
i

Y después de reescribir:

delete(st,c) = 1if b=yC a a=yc then empty
eisf b=ycC & aaxc then insert(empty,a)
elsf b=yc a a=yC then insert(empty,b)
elsf b=yc a a=yc then insert(insert(empty,a),b)
fi

Analogamente:

delete(s2,c)=1if b
elsf b
eisf b=y C a a=yC then insert(empty,b)
b=yC a a=yc then insert(insert(empty,b),a)

wC & a=yC then empty

¢ a a=yC then insert(empty,a)

elsf
fi

Y para demostrar que 1as dos expresiones reducen a lo mismo en todos 10s
casos se requiere que s!®s2 (obsérvese el caso b=y ¢ a a=yC)
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Se mostraréd ahora que K = {has) es un caracterizador para Set[X].
Hay que probar la siguiente proposicion

3.1 Proposicion:
Sl =hag 52 = a) Paralodo xeX: del(s1,x) = del(s2,x)

b) Paratodo seSet: union(sl,s) =, union(s2,s)
y union(s,st) =g Unionls,s2).

La demostracion puede ahora llevarse a cabo utilizando las definiciones v
reglas de reescritura adecuadas. Hay otra manera de probar el resultado,
- apoyandose en el conocimiento que se puede tener del modelo pretendido,
i.e. los conjuntos finitos de elementos de X. Se ilustrara cémo puede
adelantarse una tal demostracion,

Para el disefador puede ser natural la siguiente definicion de una funcién
de representacion, que estabiece qué conjunto.se quiere representar con un
normbre del TAD:

definida recursivamente asi:
dlempty) = {)
&(insert(s,x)) = &(s)u {x}.

Y ahora es posible demostrar el siguiente resultado:

2 Lema:
has(sgx) ssl X & &(s).
a(delete(s,x)) = &(s) \ {x)
) @(union(st,s2)) = &(s1)u &(s2)
d) 81 =5592 ssi #(s1)=&(s2).

E‘.\J‘_ @ rﬁ
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La prueba de 3.1 sigue facilmente de este resultado
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4. Conclusiones

La nueva definicion de igualdad mejora los mecanismos de prueba de
teoremas disponibles para un TAD. Para el disefiador es ademas mas
explicita la manera de constatar, al menos en forma intuitiva, en qué
medida el TAD disefiado abstrae el universo de objetos que se pretende
modelar.

El hecho de evitar proporcionar axiomas para operaciones generadoras
permite hacer induccion sobre el tipo de interés, tanto para definir ei
significado de las operaciones selectoras como para llevar a cabo
dernostraciones de teoremas sobre el TAD.

Cuando el disefiador acepta que un caracterizador K define un igualdad
satisfactoria enun TAD Y, esta al mismo tiempo aceptando que el universo
observable es isomorfo a  Y/= . También se estd entendiendo que el

universo es un modelo inicial del TAD Y, en el sentido de que dos objetos
son iguales en el universo si se puede demostrar la igualdad de los -
nombres correspondientes en el TAD, y esta igualdad se define como
ausencia de diferencias en las caracteristicas que el observader considera
relevantes.

Nebe ser,, claro, ademas, que entre mas peguefio sea un conjunto
‘caracterizador la igualdad as6Ciada es mas sencilla de utilizar. Por ésto es
recomendable buscar caracterizadores minimales. Asi, si K es un
caracterizador y fek, si =. discrimina tanto como .=K)f.,entonces es

preferible elegir a K\(f) como caracterizador
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